Una ley de arco seno discreto

José Heber Nieto Gonzalo Pérez Iribarren

Resumen

Una ley de arco seno discreto por J. H. Nieto y G. Pérez Iribarren.
Universidad del Zulia, Facultad Experimental de Ciencias.

Sea X1, Xa,..., Xop+1 una muestra aleatoria simple de una distribu-
cién uniforme en algin intervalo [a, b]. Consideremos la muestra ordenada
XU « X@ < ... <« X+ ¢ Jag diferencias e; = X @D — x e+,
hy = XD — x-it) (i =1,2,...,p). Sea ademds M el nimero de
indices 7 tales que e; < h;. En este trabajo se prueba que la distribucién de
M es la del arco seno discreto, es decir que P(M = k) = (%) (Qg:ik)Q_Qp,
k=0,1,...,p. También se consideran algunas variantes de este resultado
y posibles aplicaciones estadisticas.

Abstract

A discrete arcsin law by J. H. Nieto y G. Pérez Iribarren. Universidad
del Zulia, Facultad Experimental de Ciencias.

Let X1, Xoa,..., Xop4+1 be independent random variables uniformly
distributed in some interval [a,b]. Consider the order statistic XM <
X® < ... <« X@+D and the differences e; = X @i+ _ X(’[’“)7 h; =
X@®+HD) _ x =i+ G — 1 2 ...,p). Let M be the number of indexes i
such that e; < h;. In this paper it is proved that the distribution of M
follows the discrete arcsin law, i.e., P(M = k) = (2:) (22:?)2*27’, k =
0,1,...,p. Some variants of this result and possible statistic applications
are considered.

1. Introduccion

Sea X1, Xo,..., Xop41 una muestra aleatoria simple de una cierta distribu-
cién F. Sea XM < X®) ... < X+ 1a muestra ordenada (o estadistico de
orden) y definamos también:

e; = XWPHtD _ xH))
h; = x @+ _ X(p—i-ﬁ-l)’ (1<i<p)
Por ultimo sea M el nimero de indices i para los cuales se cumple e; < h;.

La motivacién para estudiar los estadisticos e;, h; y M surgié del problema de
hallar pruebas estadisticas para la simetria de una densidad respecto a un punto



desconocido (ver [3]). Como M es invariante por traslaciones de la distribucién
F, parece razonable que refleje de algiin modo cualquier posible simetria. Sin
embargo el problema se dificulta por la no-independencia de los e; y h;. Como
primera aproximacién realizamos algunas simulaciones con computadora. Es-
cribimos una rutina en assembler para generar nimeros pseudo-aleatorios en el
intervalo [0,1] y ordenarlos empleando el algoritmo de insercién en listas multi-
ples ([2], vol. 3, p. 99). De esta manera logramos altas velocidades de ejecucidn,
que nos permitieron trabajar con altos valores de p. y miles de ensayos, para
diversas distribuciones F'. En el caso de la distribucién uniforme obtuvimos un
claro predominio de valores extremos de M (es decir, cercanos a 0 o a p). Es
mas, la representacién gréfica de los resultados obtenidos nos hizo pensar en la

densidad L

f(x) = ————, z€(0,1),

@) = i TV

la cual aparece en la teorfa de paseos al azar (ver [1] vol. I, Cap. 3) como limite
de la distribucién llamada arco seno discreto, es decir

2k\ (2n — 2k
— 272?7,
e ()2
(en efecto, se puede probar que Y, . ask2n ~ [y f(u)du = LArcsen(y/z)).
Estas consideraciones son las que nos condujeron al teorema A.

2. Resultados

Teorema A. Sean X1, Xo,..., Xopt1 variables aleatorias independientes con
distribucidn uniforme en en un intervalo [a,b]. Entonces

2%\ [2p — 2k
P(Mk)(k>(§_k>22p, k=0,1,...,p.

Demostracion. Si X1, Xo,..., Xopt1 es una muestra aleatoria simple prove-
niente de una densidad f es sabido que la densidad conjunta correspondiente al
estadistico de orden respectivo es

2p+1
(2p +1)! H f(X(i)), (X(l) < X@ ... o x@ptD)

i=1

(ver por ejemplo [4]).

Si introducimos las nuevas variables e; = X ®+it1) _ x(o+1) p, = x(@+1) _
X@=41) parai=1,...,py conservamos X ?+t1) como el jacobiano de la trans-
formacion efectuada es 1 en valor absoluto resultard la siguiente densidad con-
junta:

p
(2p+1)! ( [T AP ) (X P — hj)) F(X @)y,
Jj=1



con0<e <ey<---<ep, 0<hy <hg <--- < hy.

En nuestro caso (distribucién uniforme en [a,b]) tenemos que f(x) = 1 si
x € [a,b], f(x) =0siz & [a,b]. Es claro que sin pérdida de generalidad podemos
suponer [a,b] = [0,1] (el caso general se reduce a éste mediante un cambio
lineal de variable) lo cual nos permitird simplificar la notacién. Asi, la densidad
conjunta de e;, h; (i =1,...,p) y XP*+1 sera

(2p+1) si0<e <--<e,<1—XCPHD < hy <o <h, < XPH,
0 en caso contrario.

La densidad conjunta de e;, h; (i = 1,...,p) obtenida marginando X+
serd entonces:

(2p+ 1! f, 7 de = (2p+ 1)1 - ¢, — hy)
si0<ep <---<ep, 0<h <---<hy
yep+h, <1,

0 en caso contrario.

gler,....ep,h, ... hy) =

Esta serd nuestra densidad fundamental en lo sucesivo.
Sea

Al:{(61,...,€p,h1,...7hp)161<"‘<€p_1<h1<"‘<hp_1<€p<hp}.

La probabilidad de este suceso es:

P(Al):/A ---/g(el,...,ep,hl,...,hp)de1...depdhl...dhp

1/2 1—ep ep hp—1
= (2p+ 1)!/0 de,,/ (1—e,— hp)dhp/o dhp_1/0 dhy_g - -
ho h1 ep—1 €2
. / dh1 / dep_l / dep_g N / d61
0 0

1/2 l1—ep ezp 2 1/2 4 , eip—Q
= (2p+1)! d dh 2p+1)! —(1-2 ——d
s [ e, [ =G0t [ G2, e,

Haciendo el cambio de variable u = 2e,, resulta:

1 ! (2p—1)! 2. 2p—2 1
Pldy) = 22,,_1/0 Np gL WA= o

El célculo anterior muestra también que si en las primeras 2p — 3 desigualdades
que definen el suceso A; se permutan las variables eq,...,ep—1,h1,...,hp_1
respetando el orden e; < eg < -+ < ep_1, hy < hy < --- < h,_1, se obtienen
sucesos con la misma probabilidad. El nimero de estos sucesos es ( P 2) Mas
en general definamos

AT:{(61,...,€p,h1,...,hp)261<~-~<€p71<h1<"'
s < hpp <ep <hy <hp_py1 <--- < hyl.



Un célculo similar al realizado muestra que

1
P(4,) = T 1<r<p.
Ademas, permutando las variables ei,...,ep—1,h1,..., hp_, en las primeras
2p — r — 2 desigualdades que definen el suceso A, (aunque sin alterar el orden
e1 < ---<ep_1, hy <--- < hy,_,) se obtienen sucesos con igual probabilidad

que A,.

Ahora bien, cada uno de estos sucesos se pueden representar en el plano Oxy
mediante una poligonal que parte del origen y llega al punto (2p,0).

Para esto definamos s; como +1 o —1 segun que la variable i-sima en la
cadena de desigualdades que define el suceso sea del tipo e o del tipo h. Sea
ademds Sp = 0 y para 1 < j < 2p, sea S; = 51 +--- + 5;. La poligonal asociada
al suceso es la que tiene como i-simo vértice el punto P; = (4,.5;).

Para cada uno de estos sucesos el nimero de indices i tales que e; < h; es
igual a la mitad del nimero de segmentos que la poligonal asociada tiene en el
semiplano y > 0. En efecto, e; < h; si y sélo si entre las primeras 2i — 1 variables
(en las desigualdades que definen el suceso) hay al menos ¢ del tipo e. Esto a
su vez es equivalente a la desigualdad S9;—1 > 0, la cual se verifica si y sélo si
Pgi_gpgi_l y P2i_1P2i estan en el semiplano Yy > O, etc.

Observemos que con esta representacién los sucesos del tipo A, quedan ca-
racterizados como aquellos cuyas poligonales cortan la recta x + y = 2p por
primera vez en el punto (2p — r,7). Dado uno de estos sucesos con poligo-
nal PyP; ... P, existen exactamente 2" trayectorias posibles para un paseo al
azar simétrico entre 0 y 2p cuyos primeros 2p — 2r segmentos coincidan con
PyPy ... Payp_or. La probabilidad del suceso, a saber 2-(2r=7) eg jgual a la suma
de las probabilidades de las trayectorias mencionadas (27272 = 272P*") todas
las cuales ademads tienen el mismo niimero de segmentos en el semiplano y > 0
que la poligonal Py P; ... Pa,. Consideraciones andlogas pueden hacerse para los
sucesos simétricos de los del tipo A,, que se obtienen cambiando e; por h; en
las desigualdades: les corresponden poligonales que cortan por primera vez la
recta z —y = 2p en el punto (2p —r, —r), etc. Los razonamientos anteriores nos
permiten afirmar que el problema de calcular P(M = k) es equivalente al de
calcular la probabilidad de que en un paseo al azar simétrico entre 0 y 2p haya
2k segmentos en el semiplano superior. Pero esta probabilidad se sabe que es
ask,2p = (%) (QZ:ikﬂ*Qp (ver [1], p. 82) con lo cual se concluye la prueba. [

Caso de un niimero par de observaciones

Sea ahora X1 < X < ... < X@P*2) ]a muestra ordenada y sea Z =
(X(P+1) 4 x(P+2)) /2. Definamos ¢; = X®+2+) — 7 b, = 7 — XH1=0) j =
1,...,p. Sea M = #{i: e; < h;}. Entonces P(M = k) = asy 2p-

Otra posibilidad es definir ¢; = X@p+2) — x@p+2-9) p. — x(+1) _ x (1),
También asi se tiene P(M = k) = aax, 2p.



3. Algunas posibles aplicaciones

El teorema A puede utilizarse para construir pruebas de hipdtesis, siendo la
hipétesis nula que la distribucién es uniforme en algin intervalo (no especifica-
do).

Como un segundo ejemplo supongamos que X1, Xo,...,Xop4+1 €s una muestra
aleatoria simple de una distribucién, y queremos probar la hipétesis de que
proviene de una exponencial de la forma F(z) = 1 — e~™@=%) (para 2 > a),
con m conocido y a desconocido. Sin pérdida de generalidad supongamos que
m = 1 y efectuemos el cambio de variables Y; = e~%¢. Por lo tanto,

P(Y; < 2) =P(X; > —logz) = e~ (7108770) — ze0,

O sea que si la hipétesis es verdadera las Y; se distribuyen uniformemente entre
0 y e~ ®. El teorema A provee una distribuciéon exacta que puede usarse para
probar la uniformidad de las Y.

No es dificil imaginar otras aplicaciones, sin embargo seria necesario un es-
tudio mas detenido para evaluar su eficacia.
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