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Introduccion

Los grafos son estructuras discretas compuestas por puntos
(lamados vértices) y lineas (llamadas aristas) que conectan
algunos pares de esos puntos.

Son una abstraccion util para modelar diversas situaciones
tales como:

@ redes de computadoras,

estructuras de datos

redes telefénicas o eléctricas,

circuitos eléctricos,

sistemas de carreteras,

sistemas de distribucion de mercancias,
sistemas de toma de decisiones, etc.
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Grafos

Definiciones basicas

Un grafo simple es un par G = (V, E) donde V es un conjunto
finito no vacio de elementos llamados vérticesy E es un
conjunto de pares no ordenados de elementos distintos de V
llamados aristas.

Si e = {u, v} es una arista entonces se dice que los vértices u
y v son los extremos de e.

Un vértice y una arista son incidentes si el vértice es uno de
los extremos de la arista.

Dos vértices u y v son adyacentes si {u, v} es una aristas.
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Representacién

Un grafo se representa por medio de puntos o pequenos
circulos, que designan vértices, y lineas que los unen, que
representan las aristas. Por ejemplo si V = {a,b,c,d, e}y

E ={{a,b},{b,d},{b,e},{d,e}} entonces (V, E) es un grafo
con cinco vértices a, b, ¢, d y e y cuatro aristas, y la siguiente
figura es su representacion grafica:
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Definicién

El grado de un vértice v de un grafo es el nimero g(v) de
aristas incidentes con él. Si g(v) = 0 se dice que v es un
vértice aislado.

| A

Definicién
La sucesion de grados de un grafo se obtiene ordenando en
forma no decreciente los grados de todos los vértices.
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En este grafo se tiene g(a) =1, g(b) =3, g(d) =g(e) =2y
g(c) = 0 (c es un vértice aislado).
La sucesion de grados es 0, 1, 2, 2, 3.
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Teorema de Euler

Teorema

En todo grafo G = (V, E) se cumple
> g(v) =2|E|.
veV

Demostracion.

Las aristas se pueden contar viendo cuantas son incidentes

con cada vértice y sumando todos los nimeros obtenidos. Pero
asi cada arista resulta contada dos veces, una por cada uno de
sus extremos. []
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Ejemplos

Ejemplo

Si un grafo tiene sucesién de grados 0, 1, 1, 2, 3, 3, ¢ cuantas
aristas tiene?
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Ejemplos

Si un grafo tiene sucesién de grados 0, 1, 1, 2, 3, 3, ¢ cuantas
aristas tiene?

Respuesta: (0+1+1+2+3+3)/2=5.
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Ejemplos

Ejemplo
Si un grafo tiene sucesién de grados 0, 1, 1, 2, 3, 3, ¢ cuantas
aristas tiene?

Respuesta: (0+1+1+2+3+3)/2=5.

Ejemplo
¢ Existe algun grafo cuya sucesion de grados sea 1, 1, 2, 3, 47
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Ejemplos

Ejemplo

Si un grafo tiene sucesién de grados 0, 1, 1, 2, 3, 3, ¢ cuantas
aristas tiene?

Respuesta: (0+1+1+2+3+3)/2=5.

Ejemplo
¢ Existe algun grafo cuya sucesion de grados sea 1, 1, 2, 3, 47

Respuesta: No, porque 1 +1+2+ 3+ 4 = 11 es impar.
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Isomorfismo

Definicion

Dos grafos G= (V,E)y G' = (V', E’) son isomorfos si existe
una biyeccion f : V — V'’ que preserva la relacién de
adyacencia, es decir tal que

{u,v} € E siysolosi {f(u),f(v)} e€FE

Dos grafos isomorfos deben tener el mismo nimero de
vértices. Mas aun todas las propiedades que se deriven de la
relacion de adyacencia deben ser idénticas en ambos, en
particular deben tener el mismo numero de aristas y
sucesiones de grados idénticas. Para los fines de la teoria de
grafos, dos grafos isomorfos se consideran idénticos.
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Isomorfismo

Los dos grafos representados en la siguiente figura son
isomorfos, ya que la funcién f que lleva aen &, ben b/, cen ¢
y d en d’ es una biyeccion y preserva la adyacencia.

a b b’
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Isomorfismo

Dos grafos con idénticas sucesiones de grados tienen el mismo
namero de vértices y de aristas, pero esto no es suficiente para
que los grafos sean isomorfos, como muestran los dos grafos
diguientes:

0 IV S

Ambos tienen sucesion de grados 1, 1,1, 1, 2, 3, 3, pero no
son isomorfos ya que en el de la izquierda el Unico vértice de
grado 2 es adyacente a un vértice de grado 1 y a otro de grado
3, mientras que en el grafo de la derecha el Unico vértice de
grado 2 es adyacente a dos vértices de grado 3.
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Grafos completos

Definiciéon

Se llama grafo completo en n vértices, y se denota Kj,, a un
grafo con n vértices vy, v»,..., Vv, cuyas aristas son todos los
pares {vy,v;} con 1 < i< j< n. Elnimero de aristas de K, es

n(n—1)/2.
lz1 K2 Ks K4 Ks
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Grafos Bipartitos

Definicion
Un grafo G = (V, E) se dice que es bipartito si el conjunto de
vértices V puede particionarse en dos subconjuntos Vi y Vs

tales que todas las aristas tengan un extremo en V; y el otro en
Vo.

En la figura se representa un grafo bipartito con
Vi={s t,u,v}iy Vo ={x,y,z}.

X
te

u y
Vv
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Grafos Bipartitos Completos

Si G = (V, E) es un grafo bipartito con V = V; U V>,
VinVo=g,|Vi|=m,|Vo1=ny E=V; x V, (es decir, si
(u, v) es una arista para todo par de vértices u € Vy, v € Vo)
entonces se dice que G es un grafo bipartito completoy se
denota Ky n. La siguiente figura se representa Ks o.
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Caminos y ciclos

Definicion
Un camino de longitud n es un grafo G = (V, E) con
V={w,vi,Vo,...,Vn} Yy E={wovi,ViVa,...,Vh_1Va}. Un

camino se representa dando la sucesion vyVvs ... v, de sus
vértices, entendiendo que las aristas son vgvy, V4 Vo,...,

Vh—1Vn- A Vo Y Vj se les llama extremos del camino.

Un ciclo de longitud n es un grafo G = (V, E) de orden n > 3,
con vértices vy, V4, ..., Vp_1 Yy aristas vpvy, ViVo,..., Vp_oVp_1 Y
V-1 0.

Todos los caminos de longitud n son isomorfos, y se les denota
P,. El camino de longitud 0, Py, consta de un solo vértice y
ninguna arista. Todos los ciclos de longitud n son isomorfos, y
se les denota C,,.
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Caminos y ciclos

En la figura siguiente se representan Ps y Cs.

Prof. José H. Nieto jhnieto@yahoo.com Matematica Discreta



Conceptos basicos
Arboles
Grafos Eulerianos

Grafos simples

Grafos regulares

Definicion

Un grafo G = (V, E) es regular si todos sus vértices tienen el
mismo grado. Si el grado comun es k se dice que el grafo es
k-regular. A los grafos 3-regulares se les llama también grafos
cubicos.

La siguiente figura muestra un grafo cubico de 8 vértices
(precisamente el formado por los vértices y aristas de un cubo).
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Subgrafos

Definicion

SiG=(V,E)y H=(W,F) son grafos talesque W C Vy

F C E, entonces se dice que H es un subgrafo de Gy que G
es un supergrafo de H. Si G= (V,E)esungrafoy W C V, se
llama subgrafo inducido (o generado) por W al grafo
GIW]=(W,F)con F=(W x W)n E. En palabras, el
subgrafo de G inducido por W, denotado G[W)], es el grafo que
tiene a W como conjunto de vértices y como aristas a todas las
aristas de G que tengan ambos extremos en W.

Ejemplo

Sea G = ({a,b,c,d, e}, {ab, ac, bc, ad, de}). Entonces

H = ({a, b, c},{ac, bc}) es un subgrafo de G. El subgrafo de G
inducido por {a, b, c} es ({a, b, c}, {ab, ac, bc}).
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Distancia y diametro

Un camino en un grafo G es simplemente un subgrafo de G
que, considerado como grafo, sea un camino.

Definicion

La distancia d(u, v) entre dos vértices uy v de un grafo es la
longitud del camino mas corto de u a v. Si no existe ningun
camino de u a v se pone d(u, v) = cc.

El diametro de G es la maxima distancia entre dos vértices de
Gy se denota diam(G).

Un grafo G = (V, E) es conexo si para cualquier par de
vértices u, v € V existe un camino en G que los une, es decir
un camino con extremos u 'y v. Equivalentemente, G es conexo
si diam(G) < occ.
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Distancia y diametro

Sea G = (V, E) un grafo y sea §(G) el minimo de los grados de
sus vértices. Entonces diam(G) > 6(G).

Demostracion.

Sea k = diam(G) y sea vy Vs ... Vv, un camino de longitud k.
Entonces todos los vértices adyacentes a v, deben pertenecer
al camino, pues de lo contrario éste se podria extender y el
diametro de G seria mayor que k. Por lo tanto

I(G) < g(vk) < k =diam(G). O
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Cintura y circunferencia

Un ciclo en un grafo G es un subgrafo de G que sea él mismo
un ciclo. Un ciclo se representa dando la sucesion voVvy ... Vp_q
de los vértices que lo componen, entendiendo que sus aristas
SON VoVi, ViVo,..., Vo_oVp_1Y Va1 V.

Definicion

Un grafo G = (V, E) es aciclico si no contiene ningun ciclo. La
cintura de un grafo es la longitud del ciclo mas corto que
contiene, y su circunferencia es la longitud del ciclo mas largo.
Si el grafo es aciclico, por convencién su cintura es oo y su
circunferencia es 0.
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El grafo de la figura siguiente es conexo. Por ejemplo dados los
vértices by h, un camino que los une es el bcdeh (hay otros
dos: el begfh y el begfeh). La mayor distancia entre dos
vértices es d(a, h) = 5, por lo tanto el didmetro de este grafo es
5. Este grafo contiene tres ciclos: cdefg, hef y cdehfg. Por lo
tanto su cintura es 3 y su circunferencia es 6.

b d e
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Teorema

Sea G = (V, E) un grafo. Si §(G) > 2 entonces G contiene un
ciclo de longitud mayor que 6(G).

Demostracion.

Sea vy V4 ... Vx un camino de longitud maxima en G. Como
a(vk) > 2, vk debe ser adyacente a algun vértice u # vx_1, que
debe pertenecer al camino pues de lo contrario éste se podria
extender. Sea v; el vértice con menor indice que sea adyacente
a vk. Entonces v;v; 1 ... vk es un ciclo y como todos los
vértices adyacentes a v, deben pertenecer a este ciclo se
deduce que su longitud es al menos §(G) + 1. O
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Operaciones con grafos

Hay varias operaciones conjuntistas que pueden realizarse con
grafos. La siguiente definicion redne las mas comunes.

Definicion

La unién de dos grafos G= (V,E)y H= (W, F) es el grafo
GUH=(VUW,EUF),y su interseccion es el grafo
GNH=(VnW,ENF).

El complementode G= (V,E) es G' = (V,E’), donde E’ es el
conjunto de todos los pares de elementos de V que no estan
en E. En otras palabras G’ tiene el mismo conjunto de vértices
que G, pero dos vértices son adyacentes en G’ si y sélo si no
lo son en G.
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Definicion

SiG=(V,E)esungrafoy F C V x V, entonces
G+F=(V,EUF)yG— F=(V,E\ F). En particular si

e € V x V usaremos la notacién G + e en vez de
G+{e}=(V,Eu{e}),y G—eenvezde

G- {e} =(V.E\ {e}).

Analogamente Si W es un conjunto de vértices entonces

G+ W= (VUW,E). Algo mas complicada es la definicion de
G — W, pues si se suprime un vértice hay que suprimir también
todas las aristas incidentes con él. Entonces

G- W= (V\W,E"), donde E’ es el conjunto de aristas en E
gue no son incidentes con ningun vértice en W. Si W = {x} se
utilizan las notaciones abreviadas G+ x envezde G+ {x} y
G —xenvezde G— {x}.

Prof. José H. Nieto jhnieto@yahoo.com Matematica Discreta



Conceptos basicos
Arboles
Grafos Eulerianos

Grafos simples

Ejemplos

La siguiente figura muestra un grafo Gy su complemento G'.
b d b d

La figura siguiente muestra un grafo G, el resultado de

adicionarle una arista y el de suprimir un vértice.

ST

G +xy
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Arboles

Definicion
Un arbol es un grafo conexo y aciclico.

En la figura siguiente se representa un arbol con 13 vértices y
12 aristas.
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Arboles

Teorema
Un arbol con n vértices tiene n — 1 aristas.

Demostracion.

Por induccion en n. Si n = 1 se cumple pues no hay aristas. Si
n> 1y G es un grafo aciclico y conexo con n vérticesy m
aristas, G debe contener al menos un vértice v de grado 1
(pues si 6(G) > 2 entonces G contendria un ciclo). Entonces

G — v tiene n— 1 vértices y m — 1 aristas, y obviamente es
aciclico y conexo. Por la hip6tesis inductiva debe ser
m—1=(n—-1)—1,dedonde m=n—1. O
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Arboles

Teorema

Se G = (V, E) un grafo. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

(a) G esun arbol.

(b) Dos vértices cualesquiera de G estan unidos por un tnico
camino.

(c) G es conexo pero si se le quita cualquier arista deja de
serlo.

(d) G es aciclico pero si se le agrega una arista cualquiera
deja de serlo.

La prueba se deja como ejercicio.
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Componentes conexas

Definicion

Una componente conexa de un grafo G es un subgrafo conexo
maximal de G, es decir un subgrafo conexo que no esta
propiamente contenido en ningun otro subgrafo conexo de G.

El grafo de la figura siguiente tiene dos componentes conexas.
t u Z

w
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Bosques

Las componentes conexas de un grafo son disjuntas, y el grafo
es la union de ellas. Si un grafo es aciclico entonces cada una
de sus componentes conexas es un arbol. por ello a los grafos
aciclicos se les llama bosques.

Teorema

Si un grafo aciclico G tiene n vértices y k componentes
conexas, entonces tiene n — k aristas.

Demostracion.

Cada componente conexa de G es un arbol. Por lo tanto si la
i-sima componente tiene n; vértices, debe tener n; — 1 aristas.
Entonces el nUmero de aristas de G es

(nn—1)+---+(nk—1)=n—k.
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Aplicacion

Un algoritmo halla el minimo de n numeros diferentes ay,
ap,...,an, efectuando comparaciones del tipo a; < a;. ¢ Cuantas
comparaciones debe realizar como minimo?

Solucion.

Consideremos los nimeros aj, a»,...,a, como los vértices de
un grtafo, y ejecutemos el algoritmo. Unamos a; con a;
mediante una linea si y solo si el algoritmo comparé a; con a.
El grafo resultante debe ser conexo, ya que de lo contrario no
habria manera de saber cual de dos niumeros pertenecientes a
componentes conexas diferentes es el mas grande. Por lo tanto
debe tener al menos n — 1 aristas, es decir que un algoritmo
que determine el minimo debe hacer al menos n — 1
comparaciones.

OJ
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Grafos Eulerianos

La ciudad de
Konigsberg, capital de
Prusia oriental en el siglo
XVIII, era atravesada por
el rio Pregel, sobre el
cual habia siete puentes.
Los habitantes de la
ciudad se preguntaban si
era posible salir de su
casa, dar un paseoy
regresar a la casa,
habiendo pasado una y
s6lo una vez por cada
puente.
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Grafos Eulerianos

El problema anterior fue resuelto por Leonard Euler en 1735,
quien demostré que tal paseo era imposible.

Definiciones

Una caminata en un grafo G = (V, E) es una sucesion
alternada de vértices y aristas vpegve; ... ex_1Vk, donde

e ={vj,Vviii}tparai=0,1,...,k—1.Si vy = v la caminata se
dice cerrada, de lo contrario se dice abierta.

Una caminata es euleriana si incluye a cada arista del grafo
exactamente una vez. Un grafo es euleriano si admite una
caminata euleriana cerrada.
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Grafos Eulerianos

Teorema

Un grafo es euleriano si y sélo si es conexo y todos sus
vértices tienen grado par.

Demostracion

Sea G un grafo euleriano. Es obvio que G es conexo. Ahora
bien, el grado de un vértice v; en una caminata euleriana es
igual al doble del nUmero de veces que v; aparece en el interior
de la caminata, mas uno por cada vez que v; aparece como
extremo. Si G admite una caminata euleriana cerrada,
entonces es obvio que cada vértice debe tener grado par.
Reciprocamente si G es conexo y todos sus vértices tienen
grado par, sea vpegVyes ... Vk_1€k_1Vk Una caminata sin
aristas repetidas y de la mayor longitud posible.
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Grafos Eulerianos

Demostracién (cont.)

Entonces todas las aristas incidentes con v, pertenecen a la
caminata (pues de lo contrario ésta se podria extender), y
como el grado de v, es par debe ser vx = vy. Si hubiese una
arista e no perteneciente a esta caminata, y uno de sus
vértices fuese un v;, si el otro vértice es u entonces la caminata
Uevie; ... Vk_16xk_1 o€y - - . €i_1V; seria mas larga que la de
mayor longitud, absurdo. Si ninguno de los vértices u, v de e
es un v; entonces, como G es conexo, hay un camino

uuy . ..UV de u a vp. Si u; es el primer vértice de ese camino
perteneciente a la caminata, entonces u;_u; es una arista que
no pertenece a la caminata pero tiene un vértice en ella, lo cual
es absurdo.
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Grafos Eulerianos

El problema de los puentes de
Konigsberg se puede representar
mediante el siguiente grafo, en el cual
cada una de las regiones en que la
ciudad queda dividida por los puentes
se representa por un punto negro y
cada puente por un punto rojo. Como
hay vértices de grado impar, no existe
ninguna caminata euleriana cerrada.
Pero, ¢ existira alguna caminata
euleriana abierta?
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Grafos Eulerianos

De manera analoga al teorema sobre grafos eulerianos, puede
probarse que

Teorema

Un grafo admite una caminata euleriana abierta si y solo si es
conexo y tiene exactamente dos vértices de grado impar.

Vemos entonces que el problema de los puentes de
Konigsberg no tiene solucion aun removiendo la condicién de
regresar al punto de partida, ya que su grafo tiene mas de dos
vértices de grado impar.
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@ Un grafo simple es un par G = (V, E) donde V es un
conjunto de vértices y E un conjunto de aristas (pares no
ordenados de vértices).

@ El grado de un vértice es el numero de aristas incidentes
con él. La la suma de todos los grados es igual al doble del
nuamero de aristas.

@ Dos grafos son isomorfos si existe una biyeccion entre sus
conjuntos de vértices que preserve la relaciéon de
adyacencia.

@ Un arbol es un grafo conexo y aciclico. Un arbol de orden
ntiene n — 1 aristas.

@ Un grafo es euleriano si y solo si es conexo y todos sus
vértices tienen grado par.
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