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Relaciones de recurrencia lineales : a .
Recurrencias homogéneas de orden superior

Recurrencias no homogéneas

Recurrencias homogéneas de orden superior

En general, dada una recurrencia lineal homogénea de orden k
Xn = C1Xp—1 + -+ + CkXn—k

si su ecuacion caracteristica r* = cyrk=1 + .- + c_1r + ¢k
tiene raices ry, ..., r; con multiplicidades my, . .., m; entonces la
solucion general es:

Xn = Py(n)r{! + -+ Py(n)r{,

siendo P;(n) un polinomio en n de grado menor que m;.
En particular si todas las raices son simples entonces la
solucion es

x,,:A1r1”+---+Akr,?.
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Relaciones de recurrencia lineales : a .
Recurrencias homogéneas de orden superior

Recurrencias no homogéneas

Recurrencias homogéneas de tercer orden

Por ejemplo una recurrencia de tercer orden con tres raices
caracteristicas simples ry, r» y r3 tiene solucion general

Xn = Ar{ + Brj + Crj.

Si en cambio tiene una raiz doble ry y una simple r, entonces

la solucién es
Xn = (An+ B)r{ + Cr3,

y si s6lo tiene una raiz triple ry la solucion es:

Xn = (An® + Bn+ C)rl".
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Relaciones de recurrencia lineales : a .
Recurrencias homogéneas de orden superior

Recurrencias no homogéneas

Ejemplo de recurrencia homogénea de tercer orden

Hallar la solucién general de la recurrencia

Xn = an‘] + 8Xn72 - 12Xn,3

La ecuacion caracteristica es r3 = r2 + 8r — 12, o bien
rP—r?2-8r+12=0.

Si tiene una raiz entera debe ser un divisor de 12.

Como 13 —12 -8+ 12 =4 +#0, 1 no es raiz.

Como (—1)3 — (—=1)2 —8(—1)r + 12 =18 # 0, —1 no es raiz.
Pero 23 — 22 8.2+ 12 = 0, por lo tanto 2 es una raiz.
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Relaciones de recurrencia lineales : a .
Recurrencias homogéneas de orden superior

Recurrencias no homogéneas

Ejemplo de recurrencia homogénea de tercer orden

Dividiendo r® — r2 — 8r + 12 entre r — 2 (por el método de
Ruffini) se tiene

1 -1 -8 12
2 2 2 -12
1 1 -6 0
Nos queda ahora la ecuacién de segundo grado

rP+r—6=0,

cuyas raices son 2y —3.
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Relaciones de recurrencia lineales : a .
Recurrencias homogéneas de orden superior

Recurrencias no homogéneas

Ejemplo de recurrencia homogénea de tercer orden

Por lo tanto la solucién general de la recurrencia
Xn = Xp—1 + 8Xp_o — 12Xp_3

es
xn = (An+ B)2" + C(-3)".

Si se desea alguna solucion particular con condiciones
iniciales dadas Xy, x1, Xo se resuelve el sistema
B+ C = Xo
2(A+B)—-3C = xy
42A+B)+9C = x».
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Relaciones de recurrencia lineales ) . : L
Recurrencias homogéneas de orden superior

Recurrencias no homogéneas

Ejemplo de tercer orden

Hallar la solucién general de la recurrencia lineal no
homogénea x, = x,_1 + 8Xp_o — 12X,_3 + 12n — 77.

Solucién

Busquemos una solucion particular de la forma x, = an + b.
an+b = a(n—1)+b+8(a(n—2)+b)—12(a(n—3)+b)+12n-77,
an+b = an—a+b+8(an—2a+b)—12(an—3a+b)+12n—-77,
an+b=(-3a+12)n—a+b—16a+8b+36a— 12b— 77,
an+b=(-3a+12)n+19a—3b—77,

Por lo tanto a= —3a+ 12, de donde 4a= 12y a = 3,
yb=19a—3b—77,es decirdb=19a— 77 =57 — 77 = —20,
de donde b = 5.

Hemos hallado la solucion particular 3n — 5.
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Relaciones de recurrencia lineales ) . L
Recurrencias homogéneas de orden superior

Recurrencias no homogéneas

Ejemplo de tercer orden

La solucion general de la recurrencia no homogénea
Xn = Xp—1 + 8Xp_o — 12x,_3 +12n—77

se obtiene sumando la solucion particular 3n — 5 a la solucién
general de la recurrencia homogénea asociada, la cual ya la
hallamos y es x, = (An+ B)2" + C(—3)". Por lo tanto la
solucion general de la recurrencia no homogénea es

Xn=3n—-5+ (An+ B)2" + C(-3)".

A partir de esta solucién general se puede obtener cualquier
solucién particular con condiciones iniciales dadas X, X1 Yy Xo.
Como ejemplo busquemos la solucién particular con

Xo=X1 =0y xo = 39.
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Relaciones de recurrencia lineales ) . L
Recurrencias homogéneas de orden superior

Recurrencias no homogéneas

Ejemplo de tercer orden

Igualando n sucesivamente a0, 1y 2 en
Xn=3n—-5+ (An+ B)2" + C(-3)"

se obtiene el sistema -5+ B+ C =0, 2+2A+2B-3C=0,
14+8A+4B+9C = 39, o bien

B+C =5
2A+2B-3C = 2
8A+4B+9C = 38

cuya soluciones A= 1, B= 3, C = 2. Por lo tanto la solucion
particular buscada es

xn=3n—-5+(n+3)2" +2(-3)".
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices } ) ;
Series de potencias formales

Sucesiones y operadores

Sea a una sucesion ag, ay, a,. . .de nimeros reales o
complejos. La sucesion trasladada Ta se define como
(Ta), = an. 1. En otras palabras, Taes ay, ao, as,. ..

La sucesion de diferencias Aa se define como
(Aa), = an 1 — an, es decir que Aaes a; — ap, a — ai,
as — as,. ..

Si se define el operador identidad / mediante /a = a, entonces
A=T—1yT=1+ A.De aqui, por el teorema del binomio:

"= (I+A)" = + (:)AJr <g>A2+--~+A”,

1 2

A= (T— [y =T"— (”) 70 <”) T2 44 (=)
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices } ;
Series de potencias formales

Sucesiones y operadores

Cuando se aplica el operador A a un polinomio en n de grado
k se obtiene un polinomio de grado k — 1. Si se aplica dos
veces resulta un polinomio de grado k — 2 y asi
sucesivamente. Si se aplica k 0 més veces da 0. Por ejemplo

A(nP+2n—7) = (n+1)2+2(n+1) -7 — (P +2n—7) = 2n+3,
A%(n?+2n—7)=A(2n+3) =2,
A3(rP+2n-7)=A(2)=2-2=0,

y en general para k > 3

AK(? +2n-7)=0.
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices } ;
Series de potencias formales

Sucesiones y operadores

Supongamos que x, sea un polinomio de grado k en n.
Puesto que Aft'x, =0y

(I—ab)(| +al + &A% + - + & AF) = | — g Ak
resulta que
(I —al) (I + ah + &A% + - + & AF)x, = x,,
0 sea que
(I +al + &A% + - + & AF)x, = (1 — ap) ' xp.

Esto permite hallar soluciones particulares de ciertas
recurrencias. Por ejemplo si a,.1 = 3ap, — 2n*> — 4n+ 14, como
an+1 - Tan - (A + /)an,

an+1 - San - (A - 2l)an = —2(I— *)an
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices } ;
Series de potencias formales

Sucesiones y operadores

La recurrencia puede expresarse entonces como
—2(I - A/2)a, = —2n? — 4n + 14, o bien

(l—%)an:n2+2n—7.

Por lo tanto
an = (l—%)f‘(n2+2n—7)
A N,
= (/+§+?)(n +2n—-17)
1 1
= (PP+2n-7)+=(2n+3)+-2=n*+3n-5.

2 4
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices } ;
Series de potencias formales

Sucesiones y operadores

Como ejemplo de recurrencia de segundo orden tomemos
ani2 = 5an,1 — 6an +2n° + 4n—14.

Como
ani2 —5ani 1 +6ap=(T?>—5T +6/)a,

y
T2-5T46/ = (I+A)>~5(I+A)+6/ = A2-3A+2] = (A-2/)(A-])
la recurrencia se puede plantear como

A

2( 5

)(I - A)ap =2 +4n — 14,
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices } ;
Series de potencias formales

Sucesiones y operadores

por lo tanto

(I-AMa, = (I—é)‘1(n2+2n—7)

2
A A%,
= (l+§+?)(n +2n-17)
1 1
= n2+2n—7+§(2n+3)+12:n2+3n—5.

Y finalmente

an = (I+A)" (P +3n-5)=(I+ A+ A?)(n*+3n-5)
= P+3n-5+2n+4)+2=r*+5n+1.
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices } ;
Series de potencias formales

Convolucion de sucesiones

Si ay b son dos sucesiones su convolucion a = b se define
como

n
(a * b)n = Z akb,,_k.
k=0

Ejemplo
La convolucién de la sucesion constante 1, 1, 1,...consigo

misma es 1, 2, 3,.... En efecto, si ponemos a, = 1 para todo
k > 0 se tiene

n

n
(a*a)nzzakan—kzz1 =n+1.

k=0 k=0
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . ;
Series de potencias formales

Series de potencias formales

Una serie de potencias formal en la variable x, con coeficientes
reales o complejos, es una expresion de la forma

[ee}
D anx"=ayg+ a;x + ax® + -
n=0

También se dice que esta serie es la funcion generatriz de la
sucesion ag, ai, a,. .., y se denotara G(x). Es decir que
Ga(X) = ag + a1 X + apx® + - --

En este curso no nos ocuparemos del problema de la
convergencia de estas series sino so6lo de las operaciones
formales con ellas.

Prof. José H. Nieto http://mipagina.cantv.net/jhnieto/md/ Matematica Discreta



Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . .
Series de potencias formales

Series de potencias formales

Suma de series formales

La suma de dos series formales se realiza sumando los
coeficientes de términos correspondientes:

o (e} oo
D anx"+ > bax" = (an+ bn)x".
n=0 n=0 n=0

Producto por un escalar

El producto de una serie formal por un escalar se obtiene
multiplicando cada coeficiente de la serie por el escalar:

o0 o0
k Z apx" = Z kapx".
n=0 n=0
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . .
Series de potencias formales

Producto de series de potencias formales

El producto se dos series de potencias formales se define
como

o o o0 n
<Z anx”> <Z bnx”> = Z aiby_j | x",
n=0 n=0 0

n=0 \ j=

0 sea
(ao+a1x+a2x2+-~-)(bo+b1x+b2x2+-~~)

= apby + (aoby + aybp)x + (apgbe + a1by + agbo)X2 qFoee
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . .
Series de potencias formales

Producto de series de potencias formales

Como se ve los coeficientes del producto de Gz(x) y Gp(x) son
los términos de la convolucién a * b, es decir

Ga(x)Gp(X) = Gaup(X).

Como ya vimos que la convolucién de la sucesién constante 1,
1, 1,...consigo misma es 1, 2, 3, 4,...resulta que

A+x+x°+---P=1+2x+3x°+4x3 + -
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . .
Series de potencias formales

Polinomios

Un polinomio se puede considerar como un caso particular de
serie de potencias formal, en la cual todos los coeficientes a
partir de uno en adelante son nulos:

agt+aix—+--+ax* = ag+ayx+- -+ ax*+0- x40 xk2 4. ..

Las operaciones definidas para series formales extienden las
operaciones analogas definidas para polinomios.
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . .
Series de potencias formales

Cociente de dos series formales

Si by # 0 entonces el cociente de dos series
(O ntoanx™)/(>-plo bnx™) es la Unica serie )7 ; cyx" tal que

o0 (0.0 o0
Z byx" Z x| = Z anx".
n=0 n=0 n=0

Los coeficientes ¢y, ¢1, Co,. .. se obtienen despejandolos de
bocy = ao,

bocy + bicy = ay,

boCo + bycy + bocy = ao,
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . .
Series de potencias formales

Cociente de dos series formales

Ejemplo
El cociente de 1 entre 1 — x es una serie ) .~ , c,x" tal que

(1—=x)(co+cix+x?+eax®+---)=1

de donde

co=1,

ci — ¢y =0, esdecirque ¢y = ¢y =1,
C>—Ccy=0,esdecirco=cy =1,

y asi sucesivamente todos los ¢; son 1, por lo cual

X:1+x+x2+x3+---
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Funciones Generatrices SUEESERES § ERERIES
Series de potencias formales

Mas ejemplos

Como :
——=1+x+x2+x3+...
1—x
se tiene también que
1 1 1 1 X X2
= =—(+Z-+5+ )
a 1-2 a a

El desarrollo en serie de una funcion racional puede obtenerse
descomponiendola en fracciones simples y aplicando lo

anterior.

Matematica Discreta
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Sucesiones y operadores
Series de potencias formales

Funciones Generatrices

Derivaciéon de una serie formal

La derivada de la serie de potencias formal )" ; a,x" es

A4+x+x2+x34+ x4+ )Y =1+2x+3x° +4x3 + - -

A+x+x2+x34+x*+.. ) =2x+3-2x2+4.3x3 + ...
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . .
Series de potencias formales

Traslacion de una serie formal

La trasladada de >",7 ; anx" es

Gra(x Z a,,+1x =a) + asx+ a3X + -
n=0
Observe que
Ga(x) — ag
Gra(X) = al ))( :

y andlogamente

GTza(X) = as + azX + a4x‘2 4=

Ga(x) — ag — a1 x — apx?
X3

Grag(X) =
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Sucesiones y operadores
Series de potencias formales

Funciones Generatrices

Teorema del binomio

El desarrollo de (1 + x)* (para « real) es una serie de
potencias (que converge para |x| < 1).

(1 +X)a:ia(a—1)..l.(!(a—k+1)xk

k=0
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . .
Series de potencias formales

Recurrencias y Funciones generatrices

Si una sucesion satisface una recurrencia lineal generalmente
es facil hallar su funcion generatriz. Por ejemplo para la
sucesion ag = 4, a; = 7, ap o = 5an 1 — 6ap paran > 0, si se
multiplica la recurrencia por x"” y se suma de n = 0 a oo resulta

Greoa(x) = 5Gra(X) — 6Ga(x),

Ga(x) —4—-7x Ga(x) — 4
) =T 5G4 o6y n)
Ga(X) — 4 — 7x = 5x(Ga(x) — 4) — 6x2Ga(x),
4 —13x
Galx) = 5 — 5x + 6x2
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . .
Series de potencias formales

Recurrencias y Funciones generatrices

Como 2 — 5t 4+ 6 = (t — 2)(t — 3) poniendo t = 1/x resulta
1/x2 —5/x+6 = (1/x — 2)(1/x — 3) y multiplicando por x?
queda 1 — 5x + 6x2 = (1 — 2x)(1 — 3x). Poniendo

4-13x A B
1 —-5x+6x2

Ga(x) T T ox "1 3x

se calcula A=5y B= —1. Por lo tanto
Ga(x) =5(1+2x+22x2 + - ) = (1 +3x +32x% + )

y se deduce que a, =5-2" — 3".
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . .
Series de potencias formales

NUumeros de Catalan

Como una aplicaciéon adicional consideremos la recurrencia
any1 = @an +aan—1+---+an-1a + andg

con condicién inicial ag = 1. Esta recurrencia puede escribirse
como Ta = ax a, por lo tanto Gry = Ga.a = (Ga2)? ¥y

Ga(x) — Co
X
de donde xGa(x)2 — Ga(x) +1 =
Ga(x)=(1—-v1-— 4x)/(2x).

Desarrollando por el teorema del binomio resulta:

= Ga(x)?,
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . .
Series de potencias formales

NUumeros de Catalan

L 111, 5, 11-1-3 4
VI—ax =1 Zdx— 555 @x)° - 555 5 (40)° -

de donde se sigue que
/1 = 2 23
oy X 2 21342 1.3.58 ...
2x 2! 3! 4!

y por lo tanto

on - 1 (2’7)'_ 1 2n
an:m1-3~5'“(2”—1)* (n+1)! n n+1 (”)
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Sucesiones y operadores

Funciones Generatrices . .
Series de potencias formales

NUumeros de Catalan

1 2n
C”:n+1<n>

Los niUmeros

se llaman numeros de Catalan. Los primeros valores son
Co=Cy=1,C=2, C3 =5, C4 = 14. Estos nimeros
aparecen en multitud de problemas combinatorios. Por ejemplo
el numero de maneras de emparejar correctamente n
paréntesis izquierdos y n derechos es C,, (para n = 1 sélo hay
una manera: (), para n = 2 hay 2: ()(), (()), para n = 3 hay 5:

000, 00), (D0, (O0), ((0))-

Otro ejemplo es el numero de triangulaciones de un poligono
de n vértices, que es igual a C,_».
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Sumario

Sumario

@ Una recurrencia lineal homogénea
Xn = C1Xp_1 + -+ -+ CkXn_k CON raices caracteristicas
r, ..., con multiplicidades my, ..., m; tiene como
solucion general:

Xn = Pi(m)r{' 4 --- + P(n)r{,

donde P;(n) es un polinomio en n de grado menor que m;.

@ La funcion generatriz de la sucesién ag, ay, ao, ...€s
Ga(x) =ap+ aix + 32X2 + -
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