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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones de n objetos

Combinaciones

Definicién

Las combinaciones de n objetos ay, a»,...,a, tomados de a k
son los subconjuntos de k elementos del conjunto

{31,32, soag an}.

Ejemplo

Las combinaciones de a, b, ¢, d y e tomadas de a 2 son:

{a, b}, {a c}, {a d}, {a e}, {b,c}, {b d}, {b e}, {c,d}, {c e}
y {d,e}.

Las combinaciones de 1, 2, 3, 4, 5 tomadas de a 3 (sin escribir
llaves ni comas) son:
123,124,125,134,135,145,234,235,245,345.
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Combinaciones en orden lexicografico

Escribamos cada combinaciéon de 1, 2, ..., ntomadas de a k

enlaformacicy...ck,concy < c < --- < ck. Observe que

Ck < N, ck—1 < n—1yengeneral ¢; < n— k + . El siguiente

algoritmo generar las combinaciones en orden lexicografico:
@ Comenzarpori12...k.

© Siyase hagenerado cic . .. ¢k, examine esta secuencia
de derecha a izquierda hasta encontrar el primer ¢; que no
haya alcanzado su méaximo valor posible.

© Incremente ¢; en una unidad, y haga que los siguientes
tomen sus menores valores posibles, es decir
Cjt1 ZCj+1, Cit2 = Cj11 +1,...,C = Cx_1 + 1.

© El algoritmo finaliza cuando todos los ¢; alcanzan sus
valores maximos, es decir con la combinacién n — k + 1,
n—-k+2,...,n.
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Combinaciones en orden lexicografico

El siguiente algoritmo genera las combinaciones de 1,2,...,n
tomadas de a k.

Co — —1;
para /i desde 1 hasta k haga c; — i/;
j= 1

mientras (j # 0){
Imprimir(cy, . .., Ck);

j— kK

mientras (¢;=n—k+j)j—j—1;

G — G+ 1;

para i desde j+1 hasta k haga ¢; <— ¢j_1 + 1;
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

NUmero de combinaciones

Coeficientes binomiales

El nimero de subconjuntos de k elementos que tiene un
conjunto de n elementos se denota (}). A estos nimeros se les
llama coeficientes binomiales.
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

NUmero de combinaciones

Coeficientes binomiales

El nimero de subconjuntos de k elementos que tiene un
conjunto de n elementos se denota (}). A estos nimeros se les
llama coeficientes binomiales.

Ejemplo

Vimos que {a, b, ¢, d, e} tiene 10 subconjuntos de 2 elementos,
por lo tanto (3) = 10. También (3) = 10. Como {a, b, ¢, d, e}
tiene un Unico subconjunto de 0 elementos (el vacio) se tiene
(3) = 1. Los subconjuntos de 1 elemento son 5, a saber {a},
{b}, {c}, {d} y {e}, por lo tanto (3) = 5. Por ultimo (3) =5y

§=1.
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Propiedades elementales

Propiedades de los Coeficientes Binomiales
Si k > n entonces

M=o

k - )

ya que ningun subconjunto tiene mas elementos que un
conjunto que lo contiene.
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Mas propiedades elementales

Ley de Simetria

Demostracion.

Sean U un conjunto con n elementos,
X={AepU):|Al=k}yY={Be®(U):|Bl =n—k}.Sea
f: X — Y definida como f(A) = A'. Entonces f es una

biyeccion y por lo tanto (i) = (,”,)- O
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Relacién entre combinaciones, permutaciones y
arreglos

Si se forman las (}) combinaciones de n objetos tomados de a
k, y en cada una de ellas se permutan los objetos de todas las
maneras posibles (es decir de k! maneras) lo que resulta son
los arreglos de los n objetos tomados de a k.

Por ejemplo las combinaciones de a, by ¢ tomadas de a 2 son
{a, b}, {a,c},y {b,c}.

Si los elementos de cada una se permutan de las dos maneras
posibles resulta

ab, ba, ac, ca, bcy cb.

que son los arreglos de a, by c tomados de a 2.
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Calculo de los coeficientes binomiales

De lo que se acaba de ver y el Principio del producto se sigue
que

(Dk!:nk:”(”—1)-~-(n—k+1)

y por lo tanto

n\ _n& nn—1)---(n—k+1)
<k>_k!_ 1.2.3...k

Multiplicando numerador y denominador por (n — k)! se tiene

(k) =
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

¢ Cuantos subconjuntos de 15 elementos tiene el conjunto
{1,2,3,4,...,25} ?

Solucién

25\ ([ 25 \ (25

15) ~ \25-15) ~ \10
| 25.24.23.22.21.20.19-18-17-16
- 1.2.3.4.5-6-7-8-9-10

= 3268760.
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Recurrencia satisfecha por (Z)

Combinaciones

Formula de Stifel
n\ (n-1 i n—1
k)  \k-1 k
Prueba

Los subconjuntos de {ay, ap, . .., an} con k elementos son de
dos tipos: los que no contienen a a, que son (”;1), y los que
contienen a a, y a k — 1 elementos mas de {ay, az,...,an_1},

que son (7}).
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Otra recurrencia para (})

Teorema

Si k > 0 entonces

(1) - Mo t)lnokn)_n(n-1)

A
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Triangulo de Pascal

Si los coeficientes binomiales se disponen en una tabla
triangular con los de indice superior n en la linea n, entonces
cada uno de ellos es igual a la suma de los dos que estan en la
fila inmediata superior, a su izquierda y a su derecha (por la
formula de Stifel). Esta tabla se conoce como Triangulo
aritmético o Triangulo de Pascal:
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

En el siguiente triangulo se han calculado todos los
coeficientes binomiales con indice superior n < 9.
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Definicion

Las combinaciones con repeticion de n objetos tomados de a k
son los grupos de k objetos que pueden formarse con los n
dados, sin tomar en cuenta el orden pero admitiendo objetos
repetidos.

Ejemplo
Las combinaciones con repeticion de a, by c tomadas de a

dos son:
aa, ab, ac, bb, bc, cc.
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Combinaciones con repeticion

Dada una combinacion con repeticién de n objetos

ai, a, ..., antomados de a k, sea r; el numero de veces que
interviene el objeto a;. Escribamos una sucesién de ceros y
unos, escribiendo para cada objeto una hilera de tantos unos
como veces intervenga en la combinacién (ninguno si el objeto
no interviene) y usando ceros como elementos de separacion
entre las hileras de unos correspondientes a objetos distintas.
El resultado tendra el siguiente aspecto:

1...101---10.-.... 01 ... 1
—_——  N——— S
n ra 'n
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Combinaciones con repeticion

Por ejemplo si los objetos son a, b, cy k = 5, a la combinacién
abbcc le corresponde la sucesion 1011011. De la misma
manera

a aaacc le corresponde 1110011,

a bbccc le corresponde 0110111,

a aaaaa le corresponde 1111100,

a bbbbb le corresponde 0111110,

y a ccccc le corresponde 0011111.

La correspondencia entre combinaciones con repeticion de 3
objetos tomados de a 5 y las sucesiones de 5 unos y 2 ceros
es una biyeccion, y como hay (3) = 21 de estas sucesiones,
también hay 21 combinaciones con repeticion de 3 objetos
tomados de a 5.
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Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Combinaciones con repeticion

Numero de las combinaciones con repeticion

En general a cada combinacién con repeticion de n objetos
tomados de a k le corresponde una sucesiéon de k unosy n— 1
ceros, y la correspondencia entre combinaciones y sucesiones
es biyectiva. Por lo tanto el numero de las combinaciones con
repeticién de n objetos tomados de a k es

()= (55)

Prof. José H. Nieto jhnieto@yahoo.com Matematica Discreta



Combinaciones de n objetos
Triangulo de Pascal
Combinaciones con repeticion

Combinaciones con repeticion

Combinaciones

Problema

Una floristeria vende rosas, claveles y crisantemos. ¢De
cuantas maneras se puede formar un ramo con una docena de
esas flores?

Solucién

Se trata de combinaciones con repeticién de 3 objetos
tomados de a 12, por lo tanto la respuesta es

7)) ()
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Teorema del binomio
Algunas identidades
Coeficientes multinomiales

Coeficientes binomiales y multinomiales

Teorema del binomio

Teorema

Demostracion.

X+y)"=x+y)x+y) - (x+Yy)

n factores

El término x"~Xy* aparece cuando se toma la x en n — k

factores y la y en los k factores restantes. Esto se puede hacer
de (Z) maneras, por esa razon al agrupar términos semejantes
el coeficiente de x™¥yX es (}). O

Prof. José H. Nieto jhnieto@yahoo.com Matematica Discreta



Teorema del binomio
Algunas identidades
Coeficientes multinomiales

Coeficientes binomiales y multinomiales

Teorema del binomio

Ejemplos

(x+ )2 = Q)X+ (xy + (5)y* = x* + 2xy + 2.

(Este es un conocido producto notable.)

(x=yP=0)x2— xy + ()y2 = x2 —2xy + y2.
(x+y)% = (3)x3+3) y+ () xv2+(5)y® = x3+3x2y+3xy2+y°.
(x=y)® = Q) x¥= ) x2y+ () xy2—(3)y® = x3-3x2y+3xy2—y°.

X+ y)t = (x* + (DxCy + @) x2v2+ (1)xv® + §)v*

= x* + 4x3y + 6x2y? + 4xy® + y*.
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Teorema del binomio
Algunas identidades

Coeficientes binomiales y multinomiales . . .
Coeficientes multinomiales

Aplicaciones del Teorema del Binomio - |

Suma de los coeficientes binomiales

Si n € N entonces
n n n n\  n
(0)* (1) + (5)+++ (3) =2
Prueba

Por el teorema del binomio el miembro izquierdo es

(14 1)" = 2". Otra prueba: el miembro izquierdo se puede
interpretar como el numero total de subconjuntos de un
conjunto de n elementos (los subconjuntos de 0 elementos
mas los de 1 elemento mas los de 2 elementos .. .), que ya
vimos que es 2".
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Teorema del binomio
Algunas identidades

Coeficientes binomiales y multinomiales . . .
Coeficientes multinomiales

Aplicaciones del Teorema del Binomio - Il

Suma alternada de coeficientes binomiales

Si n € N entonces

©-0) @)oo
(0)* (&) + @)+ =)+ @)+~

Prueba: >%_o(—1)¥(}) = (1 — 1)" = 0. Otra demostracion
consiste en observar que un conjunto no vacio tiene tantos
subconjuntos de cardinal par como subconjuntos de cardinal
impar.

o bien
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Teorema del binomio
Algunas identidades

Coeficientes binomiales y multinomiales . .
Coeficientes multinomiales

Aplicaciones del Teorema del Binomio - Il

Problema
Calcular la suma

(o) +2(0) +2 () +-+2(5)
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Teorema del binomio
Algunas identidades
Coeficientes multinomiales

Aplicaciones del Teorema del Binomio - Il

Coeficientes binomiales y multinomiales

Calcular la suma
n n 5N a(n
(O)+2(1)+2 <2>+ L2 ()
Solucién

La suma propuesta es el desarrollo de (1 +2)" y por lo tanto
vale 3".

| \

N
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Teorema del binomio
Algunas identidades

Coeficientes binomiales y multinomiales . .
Coeficientes multinomiales

Aplicaciones del Teorema del Binomio - IV

Problema
Calcular la suma

(- (=)
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Teorema del binomio
Algunas identidades
Coeficientes multinomiales

Aplicaciones del Teorema del Binomio - IV

Coeficientes binomiales y multinomiales

Calcular la suma

e At

Solucién

La suma propuesta es el desarrollo de (3 — 1)" y por lo tanto
vale 2".

| A\

N
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Teorema del binomio
Algunas identidades

Coeficientes binomiales y multinomiales . .
Coeficientes multinomiales

Aplicaciones del Teorema del Binomio - V

Problema
Calcular la suma
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Teorema del binomio
Algunas identidades

Coeficientes binomiales y multinomiales . . .
Coeficientes multinomiales

Aplicaciones del Teorema del Binomio - V

Calcular la suma
n n n n
(1> +2<2> +3<3> +---+n<n).
Solucién

La suma propuesta es

(S o ()

k=1

|

que haciendo el cambio de variable j = kK — 1 queda

ny o (") =n2mt.
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Teorema del binomio
Algunas identidades
Coeficientes multinomiales

Coeficientes binomiales y multinomiales

Algunas identidades - |

Teorema

Si k < n entonces

)+ (% )+ (- (630)

Demostracion.

Por induccion en n. Para n = k es cierto pues () = (§1}).
Si es cierto para n, entonces para n+ 1 se tiene

0+ () ++@+ ) =)+ () =) O
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Teorema del binomio
Algunas identidades

Coeficientes binomiales y multinomiales N . .
Coeficientes multinomiales

Ejemplos del teorema anterior

Ejemplo con k = 1

HE Q*)* (D=0"3")

oseal+2+---+n= "5, que es la conocida formula para
sumar los enteros de 1 a n.

Ejemplo con k =2

)+ ()= ()= (")

que luego de multiplicar ambos miembros por 2 queda

1.242-3+---+(n—1)n=(n+1)n(n—1)/3.

Prof. José H. Nieto jhnieto@yahoo.com Matematica Discreta



Teorema del binomio
Algunas identidades

Coeficientes binomiales y multinomiales N . .
Coeficientes multinomiales

Una aplicacién

Suma de cuadrados consecutivos

Puesto que
1.2+2-3+--+(n=1)n=(2-1)2+@B8-1)3+---+(n—1)n
=22-2432-3+--4+mP—n=(12422+.. +m?)—(1+2+---+n)
despejando la suma de cuadrados y aplicando la férmula ya
vistaparal-2+4+2-3+ .-+ (n—1)nresulta

124224402 =1.242.3+---+(n=1n+(1+2+---+n)
=(n+1)n(n—1)/3+(n+1)n/2=(n+1)n(2n+1)/6, 0 sea

12+22+---+n2—;n(n+1)(2n+1).

Prof. José H. Nieto jhnieto@yahoo.com Matematica Discreta



Teorema del binomio
Algunas identidades
Coeficientes multinomiales

Coeficientes binomiales y multinomiales

Algunas identidades - |l

Identidad de Vandermonde

() () ()" (1) (6) = ("%")

Sean A={ay,...,an} y B={by,...,bn}. Entonces se puede
interpretar el miembro derecho de la identidad como la
cantidad de subconjuntos de k elementos de la uniéon AU B.
Pero cada uno de esos subconjuntos esta formado por cierto
namero j de elementos de A acompaﬁados de k — j elementos
de B, los cuales pueden escogerse de k / Sumando para
j=0,1,...k queda probada la |dent|dao{

|
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Teorema del binomio
Algunas identidades
Coeficientes multinomiales

Coeficientes binomiales y multinomiales

Coeficientes multinomiales

Definicién
Dados numeros naturales ny ny, no, ..., ng (k > 2) se denota
mediante el simbolo
n
n No ... Ng

al numero de maneras de distribuir n objetos en k cajas
rotuladas Cy, C,,...,Cx de manera que la caja C; contenga
exactamente n; objetos, parai=1,2,..., k. Llamaremos a
estos numeros coeficientes multinomiales.

Mas formalmente puede definirse (, " ) como el nimero

de funciones f: {1,2,....n} — {1,2,.. .k} tales que
|F=1(i)| = njparai=1,2,...,k.
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Teorema del binomio
Algunas identidades

Coeficientes binomiales y multinomiales . . .
Coeficientes multinomiales

Coeficientes multinomiales

Caélculo de los coeficientes multinomiales

Para distribuir n = ny + no + - - - + ni objetos en k cajas Cy,
Co,...,Ck de manera que la caja C; contenga exactamente n;
objetos, comencemos por elegir los ny elementos que van a ir
a la caja Cy. Esto puede hacerse de ( ) maneras. Luego se
eligen los n», elementos que van a ir a Ia caja C,. Esto puede
hacerse de (", .') maneras, y asi sucesivamente. Queda

(e ) =)W (0™
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Teorema del binomio
Algunas identidades

Coeficientes binomiales y multinomiales . . .
Coeficientes multinomiales

Célculo de los coeficientes multinomiales (cont.)

B n! (n—ny)! m(n—n1—---—nk_1)!

— m!(n— ) nal(n—ny — np)! nk!10!

y luego de simplificar términos iguales en el numerador y el
denominador queda

n - n!
mno...ngJ)  nylnotl---nyl
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Teorema del binomio
Algunas identidades
Coeficientes multinomiales

Coeficientes multinomiales - Ejemplos

Coeficientes binomiales y multinomiales

¢, De cuantas maneras se pueden distribuir 12 personas en tres
vehiculos, de modo que en el mas pequerio vayan 3, en el
mediano 4 y en el grande 5?

e (12 121 _
Solucion: (5'4's) = sisr = 27720.

¢ De cuantas maneras se pueden distribuir 12 regalos
diferentes entre 4 nifios, de modo que cada nifio reciba 4
regalos?

2L 12 12!
Solucion: (,;,) = g = 34650.
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Teorema del binomio
Algunas identidades

Coeficientes binomiales y multinomiales . . .
Coeficientes multinomiales

Teorema multinomial

n n n n
(X1 +X+ -+ x)" = Z <n n>x1‘X22...ka
Ny+no+--+nNk=n 1o Uk
(la sumatoria se extiende a todos los conjuntos ordenados de k
enteros no negativos tales que su suma sea n)

Demostracion.

Al desarrollar (x; + - - - + xx)" se obtienen k" monomios de
grado nen k variables x1, ..., Xx. El nUmero de veces que
aparece uno de estos monomios, digamos x;"' x,2 ... X% es
igual al nUmero de maneras de escoger n; factores

(x1 + - - - + xx) para seleccionar xq, n. factores para seleccionar
Xo, ..., N factores para seleccionar xx. Pero esto puede

hacerse justamente de (,, " , ) maneras. O
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Teorema del binomio
Algunas identidades

Coeficientes binomiales y multinomiales . . .
Coeficientes multinomiales

Sumario

@ El numero de las combinaciones de n objetos tomados de

akes
n\ _nk nn—1)---(n—k+1)
k]~ ki~ 1.2.3---k

@ El numero de combinaciones con repeticion de n objetos

tomados de a k es (") = ("FATT).

@ El Teorema del binomio afirma que

(X +y)" = ko (XK - y¥.
@ Laidentidad de VanderMonde afirma que

Z/ (7) (krﬁj) - (n?m)-

@ El Teorema multinomial afirma que

n
(X1 +Xo+- - +X¢)" = Z <n1 nk> X{TX5% L X

n4no+---4-nNg=n
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