Notas sobre Redes de Flujo

José Heber Nieto

1. Definiciones y conceptos basicos

Las redes de flujo son modelos mateméticos aplicables a situaciones tales
como: sistemas de tuberias (para fluidos como agua, petrdleo o gas), redes
de cableado eléctrico, sistemas de carreteras, sistemas de transporte de mer-
cancfas, etc. La definicion formal es la siguiente:

Definicién 1.1. Una red de flujo es un digrafo G = (V, E) con una funcion
de capacidad ¢ : E — R y dos vértices distinguidos, llamados fuente y
sumidero.

Figura 1: Red de flujo.

Ejemplo 1.2. La figura 1 muestra una red de flujo, con las capacidades para
cada arco. Aqui v en lo sucesivo la fuente se denota con s y el sumidero con
t.

Si no existe ningtn arco de un veértice u a otro v se asumira que c(u,v) =
0. De esta manera ¢ queda definida para cualquier par de vértices.

Las redes que se han definido tienen una tinica fuente y un tinico sumi-
dero. En la practica pueden presentarse redes con méas de una fuente y més
de un sumidero; més adelante se vera céomo tratar esos casos.



Definicion 1.3. Una flujo en una red G = (V, E) con capacidad ¢ es una
funciéon f: V x V — R que cumple las siguientes condiciones:

Acotacién: f(u,v) < ¢(u,v) para todo u,v € V.

Antisimetria: f(u,v) = —f(v,u) para todo u,v € V.

Conservacion del flujo: Siu # s,t entonces Y i, f(u,v) = 0.
El walor del flujo f es la cantidad V(f) = > oy f(5,0).

La primera condicién simplemente establece que el flujo a través de un
arco no puede exceder la capacidad del mismo.

La segunda condicién significa que a un flujo de un vértice u a otro v
le corresponde un flujo igual pero de signo contrario de v hacia u. De esta
condicion se deduce que f(u,u) = —f(u,u) y por lo tanto f(u,u) = 0 para
todou e V.

La tercera condicién significa que en los vértices diferentes de la fuente
y el sumidero no hay pérdida ni acumulacién de flujo, en otras palabras, lo
que llega debe ser igual a lo que sale.

El valor del flujo V(f) es la suma de todo lo que sale de la fuente.

Sif:VxV —Resunafuncién y X e Y son subconjuntos de V', se usa-
r la notacién f(X,Y’) como abreviatura de la sumatoria >, c x ey (2, 9).
Si X consta de un solo elemento z entonces en vez de f({z},Y) se escri-
bira sencillamente f(x,Y), y en vez de f(X,{y}) se escribira f(X,y). Con
esta notacion el valor de un flujo f es V(f) = f(s,V), vy la condicion de
conservacion del flujo puede expresarse como f(u, V) = 0 para todo vértice

u # s,t.

Figura 2: Flujo f en la red G de la Figura 1.

Ejemplo 1.4. La figura 2 muestra un flujo en la red de la figura 1. Como
ejercicio, verifique que se cumplen las tres condiciones de la Definicion 1.2.



En lo sucesivo, para no abarrotar los diagramas, al representar un flujo se
indicarédn solamente los valores positivos, sobreentendiendo que a cada uno
de ellos le corresponde otro de igual valor y signo contrario en la direccion

opuesta.

Sis=wug,ut,...,Un_1,Up = t es un camino de s a t en una red G =
(V,E) y a = min{c(u;—1,u;) : i = 1,...,n}, entonces el puede definirse un
flujo h asociado al camino del siguiente modo:

h(ui—1,u;) =aparai=1,...,n,

h(uj,ui—1) = —a parai=1,...,n,

h(v,w) =0si (v,w) y (w,v) no pertenecen al camino.

Definiciéon 1.5. Si f es un flujo en una red G = (V, E) con capacidad
¢: E — RT entonces el grafo residual es Gy = (V, Ey), donde

E; ={(u,v) € E: c(uv) > f(u,v)}
y la capacidad ¢y : Ef — RY se define como ¢ (u,v) = ¢(u,v) — f(u, ).

Ejemplo 1.6. La Figura 3 muestra el grafo residual correspondiente a la red
de la Figura 1 y al flujo de la Figura 2.

Figura 3: Grafo residual G.

Observe que no hay arco de s a u, ya que cy(s,u) = ¢(s,u) — f(s,u) =
3 — 3 = 0. En cambio hay un arco con capacidad 3 de u a s, puesto que
cr(u,s) = cqu, s) — f(u,s) =0 —(=3) = 3.

Definicion 1.7. Un corte es una particion del conjunto de vértices de una
red G = (V, E) en dos subconjuntos disjuntos S y T, de tal modo que s € S
y t € T. La capacidad del corte (S,T) es c(S,T) =3 ,cq yer c(,Y)-

Por ejemplo, un corte para la red de la Figura 1 es el constituido por S =
{s,v}, T = {u,t}. Su capacidad es c(s,u) +c(v,u) +c(v,t) =3+4+4 =11



Lema 1.8. Si f es un flujo y (S,T) es un corte en una red G = (V, E) con
capacidad c entonces f(S,T) < ¢(S,T).

Demostracion. Observe que para cada arco (z,y) con z € S, y € T se
cumple f(z,y) < c¢(x,y), por lo tanto sumando todas esas desigualdades
resulta f(5,7) < ¢(S,T). O

2. Propiedades fundamentales

Lema 2.1. Si f es un flujo en una red G = (V, E) entonces
1. f(X,X)=0 para todo X C V.
2. f(X,Y)=—f(Y,X) para todo X, Y C V.

3. SiX,\)Y,ZCVyXNY =g, entonces f(XUY,Z) = f(X,2)+f(Y, 2)

4. Sis,t ¢ X CV entonces f(X,V)= f(V,X)=0.

Demostracion. En la sumatoria f(X, X) los términos de la forma f(u,u)
son todos nulos, mientras que para cada término f(u,v) con u # v hay un
término f(v,u), y la suma de ambos es nula por la antisimetria. Por lo tanto
f(X,X) =0. De la antisimetria se desprende inmediatamente que

FXY)= > fley=— Y [flyz=—fY,X).

zeX, yeY zeX, yeY

La propiedad 3 es inmediata, pues obviamente

fXUY,Z2)= > f(t2) =) fl@,2)+ Y f(y,2) = [(X,2)+ f(Y, Z)

te XUY zeX yey
2€Z z€Z z2€Z

y andlogamente f(Z, X UY) = f(Z,X)+ f(Z,Y).
Finalmente, si s,t ¢ X y x € X entonces f(x, V) = 0 por la conservacion
del flujo. Por lo tanto

FXV) =) f@V)=> 0=0,

zeX reX

y f(V,X) ==f(X,V) =0. O



Lema 2.2. Si f es un flujo en una red G = (V,E) y (S,T) es un corte,
entonces f(S,T) = V(f).

Demostracion. Aplicando 1, 3 y 4 del lema anterior se tiene:
V(f) = f(S,V) = f(va) _f(S_va) = f(S7V)
= f(5,50UT) = f(5,9) + f(S,T) = f(S,T). 0

Lema 2.3. Si f es un flujo en una red G = (V,E) y (S,T) es un corte,
entonces V(f) < c(S,T).

Demostracion. Por el lema 2.2 se tiene V(f) = f(S,T), y por el lema 1.8
f(S,T) <¢(S,T), por lo tanto V(f) < ¢(S,T). O

El siguiente lema muestra cémo a partir de un flujo se puede obtener otro
de mayor valor.

Lema 2.4. Si f es un flujo en una red G = (V, E), s = ug, U1, ..., Up—1,Up =
t es un camino de s at en el grafo residual Gy y h es el flujo asociado a ese
camino, entonces f + h es un flujo en G y V(f +h) =V(f) + V(h).

Demostracion. Es inmediato verificar que la suma de dos flujos cumple siem-
pre las condiciones de antisimetria y conservacion, por lo tanto lo tinico que
hace falta para probar que f 4+ h es un flujo es verificar la condicién de
acotacion. Ahora, si (v, w) no pertenece al camino entonces h(v,w) < 0y
por lo tanto (f + h)(v,w) < f(v,w) < ¢(v,w). Si (ui—1,u;) es un arco del
camino entonces h(u;—1,u;) < cp(ui—1,u;) = c(uj—1,u;) — f(ui—1,u;), de
donde (f + h)(ui—1,u;) < c(ui—1,u;). Finalmente, la igualdad V(f + h) =
V(f)+ V(h) es obvia. O

\'

Figura 4: Flujo h asociado al camino s, v, u,t.



Ejemplo 2.5. En el grafo residual de la Figura 3 hay un camino de s a ¢, a
saber el s,v,u,t. El minimo de las capacidades de los arcos de este camino
es 1, y el flujo h asociado al camino es el que muestra la Figura 4 (donde
solo se indican los flujos positivos).

Si se suman el flujo f representado en la Figura 2 y el flujo h se obtiene
el flujo f 4+ h mostrado en la Figura 5.

Figura 5: Flujo f + h.

Teorema 2.6 (Flujo maximo corte minimo). Sea f un flujo en una red
G = (V, E) con capacidad c. Entonces las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

1. f es un flujo mdximo.

2. En Gy no hay ningin camino de s a t.

3. Eziste un corte (S*,T*) para el cual c(S*,T*) = V(f).
4. min{c(S,T) : (S,T)corte} = V(f).

Demostracion. 1 = 2 es obvio, ya que si en Gy hubiese un camino de s a
t entonces, sumando a f el flujo asociado al camino, se podria obtener un
flujo de valor mayor que V(f) (ver Lema 2.4).

2=3:Sean S = {v €V :existe un camino de s aten Gy} y T =V \ 5. Es
claro que (S,T) es un corte y que no hay ningtn arco de S a T" en Gy. Por
lo tanto ¢(S,T) — V(f) = c(S,T) — f(S,T) = c¢(S,T) = 0.

3 = 4: Para cualquier corte (S,T) se tiene, por el Lema 2.3, que V(f) <
¢(S,T). Por lo tanto V(f) < min{e(S,T) : (S,T)corte}. Pero si hay un
corte (S*,T%) para el cual ¢(S*, T*) = V(f), se cumple entonces la igualdad
min{c(S,T) : (S,T)corte} = V(f).

4 = 3: Es obvio.



3= 1: Si ¢(S*,T*) = V(f), para cualquier otro flujo f’ se tiene, por el Lema
2.3, que V(') < ¢(S*,T*) = V(f). Por lo tanto f es un flujo maximo. O]

3. El método de Ford-Fulkerson

Ford y Fulkerson propusieron el siguiente procedimiento para hallar un
flujo méaximo en una red G = (V, E):

para u € V haga
para v € V haga f(u,v) < 0

mientras en Gy haya un camino de s a ¢ haga
calcule el flujo h asociado al camino

f—f+h

La idea del procedimiento consiste en comenzar con un flujo nulo, buscar
un camino de s a t, utilizarlo para incrementar el flujo, calcular el grafo
residual, buscar en éste un camino de s a ¢, y asi sucesivamente. Si en algiin
momento no se encuentra ningin camino de s a t en el grafo residual, este
procedimiento se detiene y el Teorema 2.6 nos asegura que f es un flujo
maximo.

Una forma de asegurarnos de que el procedimiento se detenga es trabajar
con funciones capacidad que s6lo tomen valores enteros. Esto en la practica
no significa ninguna restriccion, ya que se puede lograr expresando las capa-
cidades en una unidad suficientemente pequenia. En este caso, como el flujo
se incrementa en cada iteracion en un valor entero V(h), se generara una pro-
gresién de ntimeros enteros estrictamente creciente y acotada superiormente
(por ejemplo por ¢(s,V — s)), la cual necesariamente debe ser finita.

En conclusién, si las capacidades son todas enteras el método de Ford-
Fulkerson es propiamente un algoritmo. Mas precisamente, es toda una fa-
milia de algoritmos, segiin cémo se implemente la bisqueda de los caminos
de s a t. En general el orden del algoritmo de Ford-Fulkerson es O(|V|M),
siendo M el valor del flujo maximo.

Esto puede mejorarse si se emplea blisqueda en amplitud para hallar los
caminos. En este caso el algoritmo resultante se conoce como algoritmo de
Edmonds-Karp y puede probarse que corre en tiempo O(|V||E|?).

El método de Ford-Fulkerson puede aplicarse también a redes con fuentes
y sumideros multiples. Si s1, s3,...,5; son las fuentes y t1, t2,...,tn son los
sumideros, el valor de un flujo f se define como Zle f(si, V). Para hallar



el flujo maximo se agregan a la red dos vértices: un vértice s conectado por
arcos (s, s;) de capacidad oo a cada fuente s;, y un vértice t conectado por
arcos (t;,t) de capacidad oo a cada sumidero ¢;. Un flujo méaximo en la nueva
red, con fuente tUnica s y sumidero Unico ¢, soluciona el problema del flujo
méximo en la red original.

3.0.1. Aplicaciéon: Pareos en grafos bipartitos

Un pareo en un grafo bipartito es una coleccion de aristas no incidentes.
Por ejemplo en el grafo representado en la Figura 6, el conjunto de aristas
{(a,u), (b,w)} es un pareo.

a u

b %
C

W
d
o X

Figura 6: Grafo bipartito.

Una situacion a la cual se le puede aplicar este modelo es la de una escuela
que cuenta con varios profesores, cada uno de los cuales puede dictar cierto
conjunto de materias. En este caso se puede construir un grafo bipartito en
el cual los profesores sean una clase de vértices, las materias la otra clase, y
si el profesor p puede dictar la materia m se agrega al grafo la arista (p, m).
Un pareo en este grafo serfa una asignacién de materias a profesores de tal
modo que a ningtn profesor le corresponda mas de una materia y a ninguna
materia le corresponda méas de un profesor.

Un pareo es mdzimo si su numero de aristas es el mayor posible (entre
todos los pareos que admita el grafo). El pareo {(a,u), (b,w)} para el grafo
de la Figura 6 es mazimal, es decir que no se le puede agregar ninguna
arista sin que deje de ser un pareo, pero obviamente no es maximo. El pareo
{(a,v), (b, z), (c,u), (e,w)} si es maximo. En efecto, si los vértices de un grafo
bipartito se particionan en dos conjuntos Vi y V; (tales que cada arista tenga
un extremo en V; y el otro en V3) entonces es claro que el ntumero de aristas



de un pareo no puede exceder a min{|Vi|,|V2|}. En el grafo de la Figura
6 este minimo es 4, por lo tanto un pareo con 4 aristas es necesariamente
mAaximo.

El método de Ford-Fulkerson puede emplearse para hallar un pareo ma-
ximo en un grafo bipartito G = (V, E). Para ello, si V.= V; UV; es la
biparticion del conjunto de vértices, se construye un digrafo G' = (V', E’)
donde V! = V U {s,t} es el conjunto V con dos vértices adicionales, que
llamamos s y t. Por su parte

E = {(u,v):u € Vi,v € Va, (u,v) € EYU{(s,u) : u € V1}U{(v,t) : v € Va}.

En otras palabras, se agregan arcos desde s a cada vértice de V; y desde cada
vértice de Vo hasta t. A cada arco de este digrafo se le asigna capacidad 1,
con lo cual se obtiene una red de flujo. Es bastante claro que si se obtiene
un flujo maximo para G’, las aristas de E por las cuales circule una unidad
de flujo van a constituir un pareo méximo para G.



