El juego del 15

José H. Nieto (Universidad del Zulia)

Este juego fue inventado hace más de cien años Sam Loyd (1841-1911), uno de los más grandes creadores de acertijos y rompecabezas que han existido, y aún mantiene su popularidad. Consiste en una caja cuadrada en la cual hay quince cuadraditos numerados del 1 al 15. Al principio están dispuestos como se indica en la Figura  1.
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Figura 1

Observemos que los números 14 y 15 están “fuera de orden” y que el ángulo inferior derecho está vacío. Los números adyacentes a este espacio pueden deslizarse hasta ocupar su lugar, dejando vacante el que ellos ocupaban. Si continuamos moviendo los números de este modo es posible modificar totalmente el orden original. Pues bien, Sam Loyd ofreció pagar 1000 dólares a quien lograra,  mediante una secuencia de estos movimientos, dejar los quince números ordenados en forma creciente y con el espacio vacío en la misma posición que al inicio. El juego causó verdadero furor, pero nadie pudo cobrar el premio... Como se imaginarán, la gente comenzó a sospechar que no existía ninguna solución, y que Sam Loyd lo sabía... ¿Será realmente así? 

Para aclarar este asunto, recordemos que una permutación de los números del 1 al n  es una reordenación cualquiera  a1, a2,...,an  de la secuencia 1, 2,...,n.  Si  1 ( i < j ( n   y   ai > aj  diremos que el par (ai,aj) es una inversión de la permutación a1, a2,...,an.  Diremos que una permutación es par si el número total de sus inversiones lo es; en caso contrario diremos que la permutación es impar.  Es claro que  a cada posición del juego del 15 le podemos asociar una permutación  de los números del 1 al 15, leyendo los números en la caja de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo, sin tomar en cuenta al espacio vacío. Por ejemplo a la posición  representada en la Figura 1 le corresponde la permutación 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15, 14. Es claro que esta permutación tiene una sola inversión, a saber el par (15, 14), por lo tanto es impar. La permutación que había que obtener para ganar el premio es sencillamente 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, la cual no tiene inversiones y por lo tanto es par (ya que 0 es un número par). 

Ahora veamos qué ocurre cuando movemos un número. Es claro que los movimientos horizontales no modifican en nada la permutación, sólo desplazan la casilla vacía dentro de la misma fila. En cambio si movemos un número hacia abajo el efecto será que este número adelanta a los tres que le siguen, y además el espacio vacío pasará de una fila impar a una par, o viceversa. Por ejemplo en la posición:
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Figura 2

si bajamos el 7 entonces éste adelanta al 11, al 6 y al 15. ¿Qué ocurre con la paridad de las permutaciones, antes y después del movimiento? En primer lugar observemos que al bajar un número la única alteración del orden que se  produce es la de ese número con los tres que le siguen.  Por lo tanto las únicas inversiones que pueden cambiar son las que relacionen al número movido con los otros tres. Así al bajar el 7 la inversión (7, 6) desaparecerá; pero en cambio aparecerán dos nuevas:  la (11, 7) y la (15, 7). En general si el número a bajar está en inversión con x de los tres que le siguen (donde x puede ser 0, 1, 2 o 3), al efectuar el movimiento esas x inversiones desaparecerán, pero aparecerán  3 – x nuevas inversiones. El cambio en el número total de inversiones será (3 – x) – x = 3 – 2x, que siempre es impar, y por lo tanto las permutaciones antes y después del movimiento serán de diferente paridad. De modo análogo, subir un número hace que éste retroceda tres puestos y la permutación resultante tendrá paridad diferente a la de partida. 

Ahora bien, si partimos de la posición representada en la Figura 1 y llegamos a otra con el espacio vacío en la misma posición, el número de movimientos verticales realizados debe haber sido par (ya que el espacio vacío debe haber subido tantas veces como bajó). Por lo tanto la paridad de la permutación cambió un número par de veces, lo cual equivale a decir que quedó igual que al principio (o sea impar). Esto demuestra que ni la permutación ordenada del 1 al 15, ni ninguna otra permutación par puede ser obtenida a partir de la posición de la Figura 1 (a menos que aceptemos que el espacio vacío quede en una fila impar).

Para finalizar digamos que de las 15! =  1307674368000 permutaciones de los números del 1 al 15, exactamente la mitad son pares y la otra mitad impares, y todas estas últimas pueden ser obtenidas a partir de la posición de la Figura 1.  El concepto de paridad de una permutación que hemos aplicado en esta nota es muy útil en matemática, por ejemplo en la teoría de los determinantes.

